Winter 2016 Ziirich Name  VOrName .o i iivis cinie s dvissva e

Mathematik Erweitertes Niveau

Dauer: 4 Stunden.

Hilfsmittel: Formelsammlung (geméss Vorgaben SBFI / SMK: FoTaBe, Fundamen-
tum); erlaubte Taschenrechner: Casio FX-82 Solar oder TI-30 eco RS.

Resultate sind vereinfacht und falls méglich exakt anzugeben. Lassen Sie also Wur-
zeln, gekirzte Briiche, n, etc. stehen. Falls Sie stattdessen Resultate als Dezimalzah-
len angeben, so runden Sie diese auf mindestens 3 wesentliche Stellen.

Fir die volle Punktzahl einer Aufgabe ist die Herleitung aller Resultate, insbesondere
die Ableitungen von Funktionen und die Lésungen von Gleichungen, vollsténdig und
nachvollziehbar darzustellen.

In jeder der 5 Aufgaben ergibt jede ihrer 5 Teilaufgaben maximal 2 Punkte. Fir die
Note 6 werden mindestens 40 Punkte verlangt.

Bei jeder der 5 Aufgaben soll mit einer neuen Seite begonnen werden. Die Aufga-
benblatter sind am Schiuss der Priifung mit den Lésungen abzugeben.

1. Fur jeden Wert des reellen Parameters p istmit f (x)= X’ + p-(x* +x)+2 eine Funk-
tion f, definiert.

a)

Fir einen speziellen Wert x, ist der Funktionswert f (x,) nicht von p abhangig. Das
ist ebenfalls so fiir einen weiteren Wert x, . Bestimmen Sie x;, und x,.
Fur welche Werte des Parameters p hat die Funktion f, keine lokalen Extrema?

Beweisen Sie, dass jede dieser Funktionen f genau einen Wendepunkt hat, und
bestimmen Sie dessen (von p abhéngige) x - Koordinate.

Zeichnen Sie den Graphen von f, im Bereich (-2)< x <Qund 0= y 2.

Berechnen Sie, wiederum fiir p = 3, den Inhalt des endlichen Flachenstlcks, das
durch die beiden Achsen und den Graphen von fp begrenzt wird.

2. Gegeben sind die beiden komplexen Zahlen =3 +4i und v =216-cis(30°).

a)
b)

c)

d)

Berechnen Sie u statt in Normal- in Polarform und v statt in Polar- in Normalform.
Geben Sie alle Lésungen der Gleichung z° =v in Polarform an.
2 . 3
o : 2 y
Berechnen Sie die unendliche Summe I+[E+1£J +[3+ii) +(—+lf) +...in
3 4 3 4 3 4
I
l—z .
Zeichnen Sie in der komplexen Zahlenebene, fur 0 < ¢ <27z, den Graphen der vom

@
Polarwinkelwinkel ¢ abhangigen Funktion z(¢) :2( 2”] -cis(p) .
Binomischer Lehrsatz: Verwenden Sie das Pascal-Dreieck, um die 4. Potenz von
z=1+4+2i ohne Taschenrechnerhilfe zu berechnen.

Normalform. Tipp: Fur | z|<1gilt: 1+z+2° +2' +..=

Fortsetzung hinten!
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3. Die vier Punkte A(12/-8/4), B(12/12/4), C(24/12/20) und D(.../.../...) definieren die quad-

ratische Grundflache einer geraden Pyramide ABCDS mit der Héhe h = 5.

a) Berechnen Sie die Koordinaten des Quadratmittelpunktes M und des Punktes D.

b) Berechnen Sie die Koordinaten der beiden maéglichen Spitzen S, respektive S,.

Derjenige der Punkte S; resp. S;, der ndher beim Ursprung liegt, ist die Spitze S.

c) Eine Ebene E parallel zur Ebene des Quadrates ABCD schneidet die Pyramide
ABCDS so, dass sich das Volumen der abgetrennten Spitze zum Volumen des Ubrig
bleibenden Stumpfes wie 1 : 7 verhalt. Geben Sie ihre kartesische Gleichung an.

d) Eine Ebene F durch die Spitze S ist parallel zur Seite BC und teilt das Volumen der
Pyramide ABCDS im Verhditnis 3 : 2; die Punkte B und C gehéren zum kleineren
Teilstiick. Wie gross ist der Inhalt des Ebenenstiicks von F innerhalb der Pyramide?

e) Berechnen Sie Mittelpunkt M* und Radius r der Umkugel k der Pyramide ABCDS.

4. In einem Geldbeutel befinden sich 15 Miinzen, von denen 5 gezinkt sind.

a) Es werden drei Miinzen ohne Zurticklegen aus dem Geldbeutel genommen. Bestim-
men Sie die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eine davon gezinkt ist.

b) Wie viele Male muss eine Miinze zuféllig gezogen und sofort wieder zuriickgelegt
werden, damit mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 95% mindestens eine
gezinkte gezogen wird?

c) Eine zuféllig gezogene Miinze aus dem Geldbeutel wird zwei Mal geworfen. Zeigt sie
zuerst Kopf und dann Zahl, so gewinnt ein erster Spieler. Bei der umgekehrten Rei-
henfolge gewinnt ein zweiter Spieler. In den anderen Fallen wird das Spiel wiederholt.
Begrunden Sie, warum dadurch tatsachlich ein faires Spiel garantiert wird.

d) Ein Casino bietet das folgende Spiel an: Ein Spieler bezahlt einen Einsatz von 18
CHF. Daflr wird eine gezinkte Minze, die mit einer Wahrscheinlichkeit von 60% Kopf
zeigt, zweimal geworfen. Zeigt die Minze zweimal Zahl, erhalt der Spieler 30 CHF,
zeigt sie zwei Mal Kopf, erhélt er 10 CHF; in allen anderen Fallen erhélt er x CHF.
Wie gross muss x sein, damit dieses Spiel fair ist?

e) Eine erste Miinze zeigt mit einer Wahrscheinlichkeit von 70% Kopf, eine zweite zeigt
mit einer Wahrscheinlichkeit von 40% Kopf. Die beiden Minzen werden miteinander
geworfen: Eine der beiden Miinzen zeigt nun Kopf, die andere Zahl. Wie gross ist die
Wahrscheinlichkeit, dass es die erste Miinze ist, die Kopf zeigt?

o

Fanf voneinander unabhdngige Kurzaufgaben: e ;
a) Furjede Zahl ne N ist 3" — 3 durch 6 teilbar. ¥ ¢ & o4 @ & i ip
Zeigen Sie dies.

b) Die Strecken AB und CD in der Zeichnung rechts 4
sollen zwischen B und C mit einer verschobenen
und gestreckten Sinuskurve so verbunden werden,
dass in diesen beiden Punkten kein "Knick" ent- 2
steht. Die gestrichelt eingezeichnete Kurve ist da-
rum zu gross, die strichpunktiert eingezeichnete zu I I
klein. Geben Sie die Funktionsgleichung y(x)=... of..: ¢ ¢ & & § | X
der passenden Kurve an.

c) Beweisen Sie, dass die vier Punkte A(1/2/3), B(6/5/5), C(8/8/10) und D(3/5/8) die Ecken
eines Parallelogramms sind.
d) Wie viele Ziffern hat die Zahl 2016'® ? Bestimmen Sie auch ihre ersten 3 Ziffern.

a o .
e) Die Matrix A z( ] ist fur gewisse a gleich ihrer eigenen dritten Potenz, also 4.
—d [

Dies ist z. B. méglich fiir ¢ = 0. Finden Sie alle anderen Lésungen fiir a.

Ende.
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