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1. Von einer Ebene E kennt man den Punkt P(6/-2/-2) und die Schnittgerade y-2z+4=0 mit der y-z-Ebene.

x -2 2
Zusitzlich kennt man die Gerade g: [y | = | 2 | +t | —1 | , welche E schneidet.
z 0 -2

a) Bestimmen Sie die Koordinatengleichung der Ebene E.
Die Gerade ergibt sich aus der gesuchten Ebenengleichung E: ax+by+cz+d=0 indem x=0 gesetzt wird. Also sind b=1, c=-2
und d=4. a erhdlt man indem man P in E einsetzt :

F:ax+y—22+14
6a—2+4+4
a = -1

E:—z+y—224+4=0
b) Unter welchem Winkel schneidet eine zu E senkrechte Gerade die x-y-Ebene ?
Normalenvektor 77 der Ebene :

-1
wm=11
-2
Normalenvektor 77; der Ebene x-y :
0
m=|0
1
Winkel zwischen 77 und v :
— =
m-n
cosa =
m-n
0 -1
0f-11
1 —2
cosa =
1-v1+144
-2 1
cosa = — =—-/6
7 3
a = 144,73° bzw. 35,27°

Dies ist der Winkel zwischen den Vektoren der Ebenen, somit ist derWinkel zu einer senkrechten Geraden 54,74°.

c¢) Die 3. Punkte, in denen die Koordinatenachsen E durchstossen, bilden das Dreieck ABC. Wie muss der Punkt D auf g
gewdhlt werden, damit die Pyramide ABCD den Volumeninhalt V=8 erhilt ?
Um A,B und C zu erhalten werden paarweise zwei Koordinaten gleich Null gesetzt :

—x+y—2z2+4 = 0
r=y = 0
z = 2
C(0/0/2)
T = = 0
y = —4
B(0/ —4/0)
Y= =0
r = 4
A(4/0/0)



d)

Die Fliche des Dreiecks ABC ergibt sich als der halbe Betrag des Vektorprodukt von z.B. AB und AC :

— — —

h = ABx AC
—4 4

-

h = —41x 10
0 2

8

-8

16

h = 86

Aapc = %h = 4+/6. Die Hohe der Pyramide ergibt sich aus ihrem Volumen :

=]
I

1
= A-H

3V 24
H = 2= - _ /%
A 46 V6

Wir suchen also einen Punkt D auf g, dessen Abstand von F,pc gleich +1/6 ist. Bildung der Hesseform von E und
einsetzen von g :

r—y+2z+4 = 0
r—y+2z+4 0
V6
z —2 2
g: |y = 2 | +t] -1
z 0 -2

in rechte Seite muss  + /6 ergeben :
(=242t) —(2—t)+2(-2¢t)+4 6

V6

-30

ty, = —14,7p, = | 16
28

—6

th = —2,rp,=1 4
4

Licht fllt iiberall "von weit oben" senkrecht zu E ein. Berechnen Sie den Schattenpunkt von D auf der Ebene E und
entscheiden Sie, ob er sich ausserhalb des Dreiecks ABC befindet oder nicht.

"Von weit oben" bedeutet senkrecht zu E. Der Schattenpunkt D’ ergibt sich durch Schnitt einer Geraden durch D mit dem
Normalenvektor von E als Richtungsvektor :

~30
o, = | 16
28

Sowohl x-, wie y-Koordinate zeigen, dass D/1 ausserhalb von ABC liegt. Ebenso D,2 :

—6
o = | 4



2. Losen Sie die zwei voneinander unabhingigen Aufgaben :

2.1Gegeben sind die beiden komplexen Zahlen z; = 2 + 37 und 2o = —1 + 4.

a)Fiir welche Zahlen z gilt die Gleichung 23 - 23

= 22 ? Resultat in Polarform!

21 = 24 3i=re™
mit T =14/22 432 =13
3
und tana; = 3 also oy = 56, 310°
29 = —141i=ree'?
mit re =12 +4+12=12
und tana; = —1lalsoa; = 135°
2223 22
3 Z%
2= 3
25
2,20
rie
P =
rie2ias
2,3 Ee%(oqfo@)jtnﬂfr mitn € Z
21,2,3

2
3/ 13 2itog—ag)enor
= 76 3 firn=1,2,3
b)Fiir welche Zahlen z gilt: (z +2i) - 21 =Z - 22 ?

(z+2i)- (24 30)

z

Z-(—=1414)
a+ b

(a+ib+2i)-(2+3i)) = (a—ib)-(—141)
243)a—(3-2)b—(6-4) = (1+i)b—(1—i)a
(B42)a—(4—i)b—(6-4i) = 0

3a—4b—6+i(2a+b+4) = 0
I13a—4b—-6 = 0
I11.2a+b+4 0

10 24
© = beoh
: = — 2 (54120)
11

2.2P(t/?) , t > 0, sein ein Kurvenpunkt der Parabel K : y? = 2pz.

a)Die Tangente in P an K schneide die x-Achse in Q. Zeigen Sie rechnerisch, dass die Strecke PQ durch die y-Achse
halbiert wird!

Da die Parabel zur x-Achse symmetrisch ist, reicht es einen Punkt mit positiver y-Koordinate zu betrachten P (t }—1—\ / 2pt) .
Die Tangente erhilt man durch polarisieren von K :

2

yo = 2px
Y-y = pr+px
P einsetzen
y-+/20t = pt+px

N
t . y= thJr 5

Nullstelle von t

D pt
V2tV 2
X



Wir haben also P (¢ |+\/2pt) und Q (—¢|0).
In x-Richtung liegen sie symmetrisch zur y-Achse. In y-Richtung unterscheiden sie sich um y/2pt. Der y-Achsenabschnitt
von tist 4/ %t = % 2pt, also ebenfalls gerade die Hélfte. Somit halbiert die y-Achse auch PQ.

b)Der Kreis k habe seinen Mittelpunkt auf der x-Achse und gehe durch P und auch durch den Scheitel S der Parabel.
Berechnen Sie den Radius r des Kreises in Abhéngigkeit von t und den Grenzwert r fiir ¢ — 0.
Scheitel der Parabel ist bei (0/0), Mittelpunkt x5, = 7. Also muss gelten :

r? = (t—zm)+yp

o= (t—r)® 4 2pt
2pt + t2 t

T

1
firt # 0:T=p+§t

_ 2pt—|—t2_1. t2p+t) . 2p+t
TR Ty T T T T TP




3. Die Polizei fiihrt auf der Autobahn an einer bestimmten Stelle Radarkontrollen durch. Erfahrungwerte iiber eine léngere Zeit
haber ergeben, dass 10% der Ménner und 5% der Frauen an dieser Stelle zu schnell fahren.
a) Wie viele Frauen miissen kontrolliert werden, damit mit einer WS von wenigstens 90% mindestens eine zu schnell fahrt ?

b)

d)

W S(mindestens eine zu schnell) > 90%
1 —WS(keine zu schnell) > 0,9
WS (keine zu schnell) < 0,1
0,95 < 0,1
log 0.1
nZ jogogs 489
n > 45

Am Dienstag werden 50 Personen kontrolliert, 30 Ménner und 20 Frauen. Wie gross ist die WS, dass die Person, die zuerst
kontrolliert wird, zu schnell fihrt ?

WS(1. Person zu schnell) = WS(Mann)WS(zu schnell)+WS(Frau)WS(zu schnell)

3 2
--014--0.06=8
5 +5 %

Am Donnerstag fahren 78 Personen zu schnell, 50 Ménner und 28 Frauen. 10 dieser Personen erhalten die Busse schon am
ndchsten Tag.
¢1)Mit welcher WS sind es alles Frauen ?

WS(1. Person zu schnell) =

WS:%

c2)Mit welcher WS sind es gleich viele Ménner wie Frauen ?

=1.043 x 107°

(28) (50)
WS = 5252 =16.55%
(10)

Die Polizei vermutet, dass sich der Prozentsatz der zu schnell fahrenden Ménner erhoht hat. Um diese Vermutung zu
tiberpriifen, misst sie zusétzlich die Geschwindigkeit von 80 Miannern. Wieviele davon miissen zu schnell fahren, damit
die Vermutung bestitigt wird ? (einseitiger Test, Irrtumswahrscheinlichkeit 2,25%).

Nullhypothese : WS hat sich nicht gedndert, d.h. ist immer noch 10%. Ein Ergebnis von 0 bis z zu schnell fahrenden ist
mit 97,75% mit der Nullhypothese vereinbar :

. /80 .
Z(k)0.1k0.980_k < 0.9775
k=0

13

z @0) 0.1k0.980—F 0.97325
k=0

14

Z(io)o.l’fog%—k‘ = 0.98765
k=0

Somit miissten 14 von 80 zu schnell fahren, um mit einer WS von 1.24% zufillig auf einer Grundwahrscheinlichkeit von
10% zu beruhen ("Irrtumswahrscheinlichkeit" von 1.24%).



4. Der Architekt Mario Botta verwendet in seiner Architektur oft einfache geometrische Grundformen. Die gemauerte Aussenwand

der Kapelle in Mogno (Tessin) ist drehzylinderformig, die Ebene des Glasdachs schneidet diesen Zylinder unter einem Winkel
von 45 °.

Vertikalschnitt durch die Achse

a) Welchen Flacheninhalt hat das Glasdach in Abhéngigkeit vom Zylinderradius r ?
Das Dach ist genauso breit wie hoch (45°), also 2r. Die Fliche ist eine Ellipse mit der kleinen Achse 2b = 2r und der
groBen Achse 2a = 2rv/2. Die Fliche einer Ellipse ergibt sich zu A = 7wab = /22

b) Der Volumeninhalt der Kapelle betrage 1600m?3.

Bestimmen Sie den Radius des Zylinders so, dass die fiir den Warmeverlust massgebende Aussenfliche (Wand und Dach)
moglichst klein wird ?

Die Wand setzt sich aus der Wand eines Zylinders der Hohe h (unten) und der Wand eines halben Zylinders der Hohe 2r
zusammen. Die Aussenfliche W ergibt sich zu :

= M+ A
1
= Zylindery + §Zylinder27, + A

1
= 27r7“-h+§27r7“-2r+7r\/§7“2

S f = S

= 27r7“-h+7r(2+\/§>7“2

Das Volumen ergibt sich aus den selben zwei Zylindern :

1
V = VZylindeT;L + §VZylindeT2,. = 1600
1
vV = 7rr2-h+§7rr2-2r: 1600
no— 1600 —27r7“3
mr

zur Veranschaulichung (nicht verlangt) h(r) :

5T

50T

25T

+ + t
-5 -2.5 0 2.5 5 715 10

Der Definitionsbereich von h(r) ist 0 < r < {/ @ =17,9859.
6



Somit wird W(r) :

W' (r) =

1600 — 773
w2

2
3200 2.5
T

2
27r7"\/§ — 3 80 =0
r
1600
™2
_[1600

2

6400
—3 T2mV2> Ofiraller

2mr

+7r<2+\/§>r2

r= ,B/irﬁ—\% = 7.1146 ist also ein Minimum mit W <,3/6—0(2]> = 674.67

Rinder des Definitionsbereichs :
}llin% W (r) — oo, also kein Minimum.

W (13/ @) = 684. 05, also ebenfalls kein

1
/2

Minimum (knapp).

zur Veranschaulichung (nicht verlangt) W(r) :

W(r) 2000T

15007

10007

5007




In’z

5. Gegeben sei die Kurve K @y = ==% fiir s > 1, s konstant.
a) Untersuchen Sie K hinsichtlich Definitionsbereich und Verhalten an dessen Riandern.

D =]0; 00|
2
. In?z I d% (ln x)
im = lim
r—oo IS T—00 di;z (g;b)
. In%z . % Inz . 2Inz 2 . Inz
im = lim = lim - = — lim
r—o00 I T—00 ixs r—00 § TS s z—oo I8
. In? 2 2 . L (lnz) 2 1
im = — lim £ —~ = - lim
r—oo IS S x—00 % (.IS) S T—00 %JJS
. In%z 2 .. 1 2 . 1
lim = — lim =— lim — =0
r—oo I° S x—o0 SIS $2 o0 8
 In%z 2 .
lim = —lim — =00
z—0 o8 s2 10 8

b) Berechnen Sie die Koordinaten aller Punkte mit horizontaler Tangente (in Abhingigkeit von s).

_ In? 2z
y = e
2Inz —sln’x
r _
v o= — (a0
2Inz —sln*z = 0
Inz(2—slnz) = 0
rp = 1, Yy = 0
2 4
T2 = ez 52
zur Veranschaulichung (nicht verlangt) fiir s=2 :
y
0.6251
057
0375 T
0257
0.125T
0 f : : :
1 2 3 4

c) Deuten Sie A(z) = f > lnim dx als Inhalt eines Fliachenstiicks (qualitative Skizze!) und berechnen Sie A(s) exakt. (Tipp :

1 x
partielle Integration!).



Skizze (s.0.)

00 1.2 oo
A(s) = / o xda::/ Inz- x5 dx
T 1 =~ <~
u v/l
oo
—s5+1 00 —s5+1
A(s) = |’z a —/ 21nx-l- a dz
~~ —s+1 1 r —s+1
v 1 u/ v
2 o
A = 0-—- Ing-z7°
(s) 0 —s+1/1 ng -z °dr
2 e 2 *1 gst!
A = - Inz- - d
(s) —-s+1 {nx erJ1 +fs+1/1 s
2 oo
A(s) = +72/ x”dx
(s—1)" )1
As) = — {xmr— :
(s=1* L=s+1]y  (s—1)°



