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Mathematik Erweitertes Niveau

e Beginnen Sie jede der finf Aufgaben mit einer neuen Seite. Die Aufgabenblatter sind am
Schluss der Prifung zusammen mit den Losungen abzugeben.

e Geben Sie die Resultate nach Mdoglichkeit exakt an, d.h. lassen Sie Wurzeln, gekiirzte Bri-
che, etc. stehen. Falls Sie die Resultate als Dezimalbriiche angeben wollen, runden Sie
diese auf drei wesentliche Ziffern.

e Zugelassene Hilfsmittel: Formelsammlung und Taschenrechner (TR) gemass Punkt 3 und 4
der zugelassenen Hilfsmittel (FoTaBe, Fundamentum, Casio FX-82 Solar, TI-30 eco RS).

e Fir die volle Punktzahl einer Aufgabe sind die Herleitung aller Resultate, insbesondere die
Ableitungen von Funktionen und die Losungen von Gleichungen, vollstdndig und nach-
vollziehbar darzustellen.

Jede Aufgabe wird mit maximal 15 Punkten bewertet. Insgesamt sind 75 Punkte erreichbar.

1

Analysis

Nach Einnahme eines Medikaments ist dessen Massenkonzentration 3 im Blut (in Milli-

gramm pro Liter ( = mg/L)) eines Patienten gegeben durch B(7)=10-¢-¢~

2 \wobei t die

Masszahl der in Stunden ( = h) angegeben Zeit nach der Einnahme des Medikaments ist.

Es werden in dieser Aufgabe keine Beweise (wie z. B. die Berechnung von B"(¢) bei Ext-

rema; ebenso entsprechend bei Wendepunkten!) verlangt.

a)

b)

c)
d)

e)

Berechnen Sie die maximale Konzentration f3,,,, im Blut dieses Patienten und den
Zeitpunkt, zu dem diese vorhanden ist.
Zeichnen Sie den Graphen der Konzentration (¢) fiir 0 < ¢ < 10; achten Sie auf eine

korrekte Beschriftung der Achsen.

Zu welchem Zeitpunkt wird das Medikament am starksten abgebaut?

Dieser Patient bildet im Blut als Gegenreaktion ein nicht abbaubares Enzym, dessen
Produktionsrate r(t) der jeweiligen Konzentration des Medikaments in seinem Blut

proportional ist. Es gilt erfahrungsgemass: r(t) = 20-¢-¢7? (in mg/h). Welche Mas-
se dieses Enzyms wird in den ersten 8 Stunden nach einer erstmaligen Einnahme die-
ses Medikaments gebildet? Zeigen Sie dazu zunachst, dass R(t) = (—80—40-t)-e_’/2
eine Stammfunktion von r(7) ist. Gesucht ist ein numerisches Resultat.

Der Patient nimmt nun aber das Medikament in gleicher Dosierung zur Zeit t = 4 ein
weiteres Mal ein! Nehmen Sie an, dass sich die beiden Konzentrationen im Blut des
Patienten addieren und der Abbau separat voneinander erfolge. Wann wird so die

des Medikaments erreicht? Und wie gross wird sie?

. . *
maximale Konzentration B,,,.

a)

b)

Komplexe Zahlen

Die Folge {zn} mit z; =3+i und z, =9+4i ist eine arithmetische Folge. Berechnen
Sie das Folgeglied z,, sowie die Summe Z:fl z, ihrer ersten 100 Glieder.
Eine andere Folge {zn} ist eine geometrische Folge mit z; =18+6i und z, =3+9i.

Berechnen Sie die exakte Summe Zle z, all ihrer Glieder in Normalform.
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c) Eine dritte Folge {zn} ist ebenfalls eine geometrische Folge mit z, =1 und

z
g=—2= 1xz/z-cis(30°). Geben Sie g exakt in Normalform an, und zeichnen Sie z; bis
z
1
Z,4 in einer Gauss'schen Zahlenebene ein. Wahlen Sie je 10 Hauschen fir die Einhei-
ten; achten Sie auf eine korrekte Beschriftung der Achsen.

d) Die Euler'sche Formel besagt, dass fiir jede reelle Zahl x gilt:eix =cos(x)+i-sin(x).
Was sagt diese Formel fiir den Term (—x ) aus? Vereinfachen Sie diese neue Formel
so, dass nur noch Winkelfunktionen von (+x) statt von (—x) vorkommen; geben
Sie dann sin('x) als Linearkombination von passenden e— Funktionen an.

. Berechnen

e) Das harmonische Mittel 4 zweier Zahlen a und b ist die Zahl & = 5
a+

Sie das harmonische Mittel von z, = 5+i und Z,= 7+4i in Normalform.

3  Vektorgeometrie

Gegeben ist eine Ebene E mit der Gleichung x+2y—2z+12=0. Ein Quadrat ABCD liegt in
dieser Ebene E und hat die Ecken A(2/0/7), B(26/6/25) und den Mittelpunkt M .

a) Berechnen Sie die Koordinaten der Ecke C (— 2 Losungen!).
b) Nehmen Sie die Ecke C mit ausschliesslich positiven Koordinaten, und berechnen Sie
damit die Koordinaten von D.
Verwenden Sie fir die folgenden Aufgaben c) bis e) die Koordinaten des ebenfalls in der
Ebene E liegenden Quadrats A(6/1/10);B(30/7/28);C(14/29/42);D(-10/23/24):
c) Betrachten Sie alle — auch schiefe — Pyramiden mit der Grundflaiche ABCD und einer
Spitze S, deren Volumen 7488 betragt. Alle moglichen Punkte S zusammen bilden
eine Menge L. Zeichnen Sie diese Menge L mit einer prinzipiellen Skizze, ohne auf
die gegebenen Zahlen Riicksicht zu nehmen. Geben Sie weiter diese Menge L in be-

schreibender Form an: L = {S(x/y/z) |...= } .

d) Berechnen Sie die Koordinaten der beiden Punkte S, die am nachsten beim Mittel-
punkt M dieses Quadrates liegen.

e) Betrachten Sie alle moglichen Strecken MS mit einer Lange 26, wenn S zu L gehort.
Welchen Koérper definieren alle die so méglichen Strecken zusammen? Zeichnen Sie
diesen Korper (ohne Berechnungen!) in einer weiteren prinzipiellen Skizze.

4  Stochastik

1. Teil: Drei Freunde A, B und C besuchen an einer Chilbi eine Schiessbude, wo sie auf eine
vorbeifahrende Blechfigur schiessen. Wenn diese getroffen wird, fallt sie um. A trifft
bei einem Schuss mit einer Wahrscheinlichkeit von 75 %, B mit 40 % und C mit 30 %.

a) Die drei Freunde schiessen gleichzeitig je einmal auf die gleiche Figur. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit fallt die Figur um?

b) Sie schiessen wiederum gleichzeitig je einmal auf die gleiche Figur, die umfallt, weil
sie genau zwei Mal getroffen worden ist. Mit welcher Wahrscheinlichkeit haben die
beiden schlechtesten Schiitzen getroffen?

c) Es schiessen nun nur noch B und C jeweils gleichzeitig je einmal auf die gleiche Figur.
Treffen beide nicht, versuchen sie es erneut gemeinsam. Wie oft miissen die beiden —
im Mittel — je gemeinsam schiessen, wenn sie die Figur mit einer Wahrscheinlichkeit
von 99 % zum Fallen bringen wollen?
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2. Teil: In einer Grossstadt sind die Strassen schachbrettartig angeordnet. Sie verlaufen ei-

nerseits von West nach Ost in x —Richtung und andererseits von Siid nach Nord in
v —Richtung. Der Abstand von zwei benachbarten Strassen ist jeweils 100. Ein Stadt-

bummler startet im Punkt 4(0/0). Beim Start und bei jeder Kreuzung wandert er
mit einer Wahrscheinlichkeit p nach Osten und mit einer Wahrscheinlichkeit 1-p
nach Norden weiter.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit W( p ) erreicht er den Punkt B(700/300)?
b) Fiir welches p wird die in a) errechnete Wahrscheinlichkeit W( p ) maximal?

5

a)

b)

c)

d)

e)

Fiinf voneinander unabhdngige Aufgaben

Es ist bekannt, dass flir zwei Vektoren # und v im Raum gilt: # xV =—vV xu . Bewei-
sen oder widerlegen Sie:

a1)  dx(daxb)=(bxad)xa a)  dx(dxb)=(daxad)xb

Der Preis eines Artikels wird um 11 % vergrossert. Dieser neue Preis wird erneut um
34 % vergrossert. Dieser neueste Preis wird nun noch einmal um 49 % vergrossert.
Dieser letzte Preis soll nun in drei gleichen Schritten um jeweils je p % so reduziert

werden, dass er danach wieder seinen urspriinglichen Wert hat. Berechnen Sie p.

Im Plan links ist der Langsschnitt eines kleinen
Glockleins dargestellt, welches aus Bronze gegos-
sen werden soll. Die begrenzenden Kurven sind die
Graphenvon y = J_r\/; respektive y = im; die
Einheiten sind Zentimeter. Welches Volumen an
Bronze wird fiir diesen Guss bendtigt?

Der Plan rechts zeigt eine Strasse, die von A Uber eine gefahrliche Kurve mit einem
scharfen Knick bei K nach B fuhrt. Dieser Knick soll ersetzt werden durch einen (aus-
gezogen eingezeichneten) Bogen durch A und B, der in diesen Punkten die gleiche
Richtung wie das jeweilige gerade

Strassenstiick hat und in genau g ______ 2y ] . A
diesen beiden Punkten weder ei- | ™ A L N . B_~TT
ne Rechts— noch eine Linkskurve ’ 3 3 3 ;
aufweist. Berechnen Sie die Glei- | ! 3 X
chung der daflir passenden ganz- 4 83 2 41 0K 1 2 38 4

rationalen Funktion 4. Grades.

In der nebenstehenden Graphik sind zwei der
vielen moglichen Dreiecke mit Ecken in den
markierten Punkten eingezeichnet. Wie viele
solche Dreiecke sind hier moglich?

— Ende —
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