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Mathematik Erweitertes Niveau

e Beginnen Sie jede der finf Aufgaben mit einer neuen Seite. Die Aufgabenblatter sind am
Schluss der Prifung zusammen mit den Losungen abzugeben.

¢ Geben Sie die Resultate nach Mdéglichkeit exakt an, d.h. lassen Sie Wurzeln, gekirzte Bri-
che, etc. stehen. Falls Sie die Resultate als Dezimalbriche angeben wollen, runden Sie
diese auf drei wesentliche Ziffern.

e Zugelassene Hilfsmittel: Formelsammlung und Taschenrechner (TR) gemass Punkt 3 und 4
der zugelassenen Hilfsmittel (FoTaBe, Fundamentum, Casio FX-82 Solar, TI-30 eco RS).

e Fir die volle Punktzahl einer Aufgabe sind die Herleitung aller Resultate, insbesondere die
Ableitungen von Funktionen und die Lésungen von Gleichungen, vollstéandig und nach-
vollziehbar darzustellen.

Jede Aufgabe wird mit maximal 15 Punkten bewertet. Insgesamt sind 75 Punkte erreichbar.

1  Analysis

Gegeben ist die von einem positiven Parameter a abhangige Funktion R — R mit der Glei-

chung f,(x)=x*-(a-Xx).

a) Bestimmen Sie die Steigungen dieser Funktion an der Stelle X =0 und an der Stelle
X =a; beweisen Sie weiter, dass ihr Graph genau einen Wendepunkt W aufweist und
bestimmen Sie dessen Koordinaten.

b) Berechnen Sie die Koordinaten des jeweils einzigen Hochpunktes H dieser Funktion, und
zeichnen Sie den Graphen von f;(x) im Bereich mit x€[-1,4] und y €[-3,4]. Ver-

wenden Sie je 4 Hauschen fir die Einheit.

c) Geben Sie die Gleichung y = y(Xx)=... derjenigen Kurve an, auf der alle diese Hoch-
punkte H liegen, und erganzen Sie lhre Graphik von Aufgabe b) mit dem Graphen dieser
Kurve.

d) Wie muss der Parameter a gewahlt werden, damit das Integral dieser Funktion tber X
von 0 bis a gleich % wird?

e) Der Graph dieser Funktion mit X im Intervall [0, 2] wird um die X — Achse rotiert. Wie

muss a gewahlt werden, damit der so definierte Rotationskérper ein Volumen von

@ erhalt?
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2 Komplexe Zahlen

Gegeben sind die drei Eckpunkte eines Bilddreiecks A' mit w,. =2+0i, B' mit Wy =5+2i
und C' mit W.. =1+ 2i. Das Originaldreieck ABC wurde mit der Funktion

w= f(2) =—%i~z—7 + 9i auf das Dreieck A'B'C' abgebildet.
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a) Bestimmen Sie den einzigen Fixpunkt dieser Abbildung w = f (z) sowie den speziellen

3+4i
b) Die Funktion f(z) ist umkehrbar. Wie lautet die Gleichung der Umkehrfunktion

z="f(w) ?

Funktionswert w, = f( J in Normalform.

c) Berechnen Sie die zu den Originalpunkten A, B und C gehdrigen z — Werte.

d) Zeichnen Sie in einer Gauss'schen Zahlenebene die zum Bilddreieck A'B'C' gehdrenden
Zahlen ein, und bestimmen Sie aus dieser Graphik den Flacheninhalt dieses Bilddreiecks.
Auf die korrekte Bezeichnung der Achsen wird Wert gelegt.

e) Wie kann auf einfache Weise aus dem Flacheninhalt des Bilddreiecks und der Funktions-
gleichung w= f (z) der Flacheninhalt des Originaldreiecks ABC berechnet werden? Be-

grinden Sie dies, und berechnen Sie damit den Flacheninhalt des Originaldreiecks ABC.

3  Vektorgeometrie

4 2
Die Achse eines geraden Kreiskegels liegt auf der Geraden ¢g: X=| 2 |+S-| —2 | . Der Punkt
5 1

P (14/4/7) liegt auf der Grundkreislinie dieses Kegels. Die Punkte P und Q (14/0/8) lie-
gen auf der gleichen Mantellinie m dieses Kegels.

a) Skizzieren Sie die Situation, ohne auf die gegebenen Koordinaten einzugehen.

b) Finden Sie die Koordinaten der Kegelspitze S und des Mittelpunktes M des Grundkrei-
ses, und berechnen Sie den Radius r des Grundkreises.

c) Wie gross ist das Kegelvolumen, und wie gross der Flacheninhalt des Kegelmantels?
d) Wie lautet die Gleichung der Tangente t in P an den Grundkreis?

e) Gesucht ist weiter die Gleichung der Tangentialebene E; in Q an den Kegel in kartesi-
scher Form (— E; :ax+by+cz+d =0).

4  Stochastik

In einem Spiel werden zwei gewdhnliche, faire Spielwiirfel gleichzeitig miteinander gewor-
fen, und das Resultat des Wurfes soll das Maximum der beiden, allenfalls auch gleichen, Au-

genzahlen sein. Die Wahrscheinlichkeit, dass das Resultat gleich K (mit k € {1,2,3,...} ) ist,
wird mit P(k) bezeichnet.

a) Berechnen Sie P(4).
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b)

c)

Geben Sie eine fur alle k € {1, 2,3,...} glltige, moglichst einfache allgemeine Formel fur
die Wahrscheinlichkeit P(k) an.

Berechnen Sie den exakten Erwartungswert E fiir das Resultat dieses Wurfes.

Fir die folgenden Aufgaben d) und e): In einem neuen Spiel werden nun statt der zwei Wiir-
fel drei faire lkosaeder, jeder mit den Augenzahlen von 1 bis 20, gleichzeitig geworfen. Wie-
derum soll das Resultat des Wurfes das Maximum der drei auftretenden Zahlen sein.

d)

Wie gross sind in diesem neuen Spiel die Wahrscheinlichkeiten
P(), P(2) und P(3)?

Geben Sie eine Formel an, mit der der Erwartungswert E eines sol-
chen Wurfes berechnet werden kdnnte; ein numerisches Resultat ist
aber nicht verlangt.

b)

d)

Fiinf voneinander unabhdngige Aufgaben

Finden Sie zunachst IX-In(X) dx mit partieller Integration. Berechnen Sie damit an-

e
schliessend das bestimmte Integral L X-In(x) dx.

Fir jede endliche geometrischen Reihe S =a, +4a,-q +a1'q2 +.o.t+a - q”‘l gilt die Formel

-1
g T Bestimmen Sie allgemein n, wenn S, a, und ( als bekannt gelten.
q_

n

S=a-

Berechnen Sie damit n numerisch, wenn S =2059, a, =64 und q =g ist.

In einem Dreieck ABC mit grosster Seite ¢ sind nur die
Seiten a, b und ¢ bekannt. Der Hohenfusspunkt Hc b

teilt die Seite c in zwei Abschnitte u = AH_ und

v = H_B (s. Figur rechts). Berechnen Sie allgemein u

das Verhaltnis u:v.

Von welchen Punkten auf der X —Achse aus gesehen erscheinen die beiden Punkte
AL/4/7) und B(9/2/1) unter einem rechten Winkel?

6x b
. e —e
Berechnen Sie mit der Regel von L'Hospital lim ————— exakt.
x>n/6 3-2cos(x)

—Ende —
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